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,  определить их тип. Ответ обосновать. 

  Шабунин, Сидоров стр. 64 – 70 (примеры 9 - 13 стр. 68 – 72), Половинкин стр. 85 – 95 (примеры 1 - 4 стр. 91 – 93) 
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= , где функция ( )zψ  регулярна при всех . Поэтому особые точки функции  определяютя особыми 

точками функции 

z ( )zf

( )zϕ  и нулями знаменателя ( )zψ . 
Кандидаты в особые точки:   0=z  - нуль знаменателя аргумента экспоненты, 

    
2
π

=z  - нуль знаменателя аргумента синуса в числителе, 

    K,2,1,2 ±±== kkz π  - нули знаменателя, 
    ∞=z .                                                                                       

2 Покажем, что точка  является устранимой особой точкой0=z 1 для функции ( )zf : 
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      Следовательно,   - УОТ для . 0=z ( )zf
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1 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется устранимой особой точкой, если 

существует конечный предел 

( ) C→aBf ρ

o
:

( )zf
az→

lim ∈C . 

2 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется существенно особой точкой, если 

не существует конечного или бесконечного предела 

( ) C→aBf ρ

o
:

( )zf
az→

lim . 
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Следовательно,  
2
π

=z  - СОТ для . ( )zf

 Рассмотрим точки K,2,1,2 ±±= kkz =π , в которых  нули знаменателя совпадают с нулями числителя функции ( )zf . 
Произведем замену: kzt π2−= . Тогда 
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∞⎯⎯→⎯→0t  - полюсы3 2-го порядка. 

  Точки ...,2,1,2 ±±== kkz π  - полюсы 2-го порядка  для функции ( )zf . 
  

  - неизолированная особая точка  (НОТ)∞=z 4, т.к. в любой ее окрестности есть полюсы 2-го порядка 
K,2,1,2 ±±== kkz π (точка накопления полюсов). 

                                                 
3 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется полюсом, если существует предел 

. 
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o
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4 Определение. Пусть функция  определена и регулярна в проколотой окрестности точки f C∈a , т.е. на множестве , ( )aB ρ

o

0>ρ . Тогда точку называют изолированной особой точкой (однозначного характера) функции . a f
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2  
Разложить в ряд Лорана по степеням ( iz )−− 2  функцию ( ) =zf ( )izz
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 в кольце, которому принадлежит точка 

. Указать границы кольца сходимости. iz += 5
  Шабунин, Сидоров стр. 70 – 75 (примеры 1, 2 стр. 73 – 75), Половинкин стр. 78 – 85 (пример 1 стр. 83 –  84) 
 Дробь правильная. 
Находим корни уравнения : . Получаем кратные корни: 02 =z 02,1 =z 01 =z  и 02 =z .                                                                

Находим корни уравнения . Получаем простой корень: 03 =+ iz iz 33 −= .  

 Точки  и  являются особыми точками функции 02,1 =z iz 33 −= ( )zf  (в них ( )zf  не регулярна). 

 Разлагаем  на элементарные дроби: ( )zf
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 Для удобства дальнейших выкладок произведем замену wiz =−− 2  или iwz ++= 2 :  
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Кольца аналитичности :            ( )wf 5122 22 =+=−−< iw , 

     522042425 22 ==+=−−<< iw , 

     52>w . 

 При  получаем iz += 5 3=w , ( )93 ==w .  

Т.о., раскладывать дроби в ряд Лорана по степеням  будем в кольце w 525 << w , используя разложения в ряд 
Тейлора. 
При этом iwi 422 +<<+ . 
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Ответ: в кольце, которму принадлежит точка iz += 5  ( )5225 <−−< iz  
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3  Применяя теорию вычетов вычислить интеграл 
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z 1. 

  Шабунин, Сидоров стр. 134 – 138 (примеры 11 - 15 стр. 134 – 137), Половинкин стр. 95 – 102 (пример 1 стр. 101 –  102) 

 Находим особые точки ( )
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Особыми точками являются:  ∞=z , 
 особые точки числителя: ∅, 
 нули знаменателя: 1−=z , 
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 Для нахождения вычета5 функции  в точке  ( )zf ∞=z  разложим6 эту функцию в ряд Лорана в кольце ∞<< zR  

. Получаем: ( 1>>R )

                                                 
1 По умолчанию направление обхода считается положительным – против часовой стрелки. 

2 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется полюсом, если существует предел 
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4 Теорема (Коши о вычетах). Пусть дана область C∈G  с кусочно-гладкой положительно ориентированной границей Γ . 
Пусть функция  определена и регулярна на  всюду, за исключением конечного числа изолированных особых точек 

 (при этом имеется в виду, что, если 

f G
Gaaa n ∈,,, 21 K G∈∞ , то na=∞ ) и пусть к тому же функция  непрерывно 

продолжима на границу области . Тогда справедлива формула . 
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6 , где  - коэффициент разложения функции  в ряд Лорана с центром в конечной точке a  при 1res −= cf
a 1−c f
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7 , где  - коэффициент разложения функции  в ряд Лорана с центром в бесконечности. 1res −∞

−= cf 1−c f
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4  
Применяя теорию вычетов вычислить интеграл 
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  Шабунин, Сидоров стр. 140 – 145 (примеры 6 стр. 144), Половинкин стр. 103 – 108 (пример 3 стр. 107 –  108) 
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 Для того чтобы применить теорему Коши1 о вычетах2, вводим функцию комплексной переменной ( ) ( ) 22 14 i
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где  - особые точки функции kz ( ) ( ) 22 14 i
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1  Теорема (Коши о вычетах). Пусть дана область C∈G  с кусочно-гладкой положительно ориентированной границей Γ . 
Пусть функция  определена и регулярна на G  всюду, за исключением конечного числа изолированных особых точек 

 (при этом имеется в виду, что, если 

f
Gaaa n ∈,,, 21 K G∈∞ , то na=∞ ) и пусть к тому же функция  непрерывно 

продолжима на границу области . Тогда справедлива формула . 
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2 Определение. Пусть изолированная особая точка C∈a  функции , ( ) C→aBf ρ

o
: 0>ρ . Пусть { }razzr =−=
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положительно ориентированная окружность, причем ρ<< r0 . Тогда вычетом функции  в точке  называется число f a
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dzzf
i

f
a γπ2

1res . 

3 Лемма (Жордан). Пусть  - непрерывная функция на замкнутом множестве ( )zΦ { }0,0Im 0 >=≥ Rzzz . Пусть число 

0>α  и { }0Im, ≥==
Δ

zRzzCR 0RR >,  - семейство полуокружностей в верхней полуплоскости. Обозначим 

( ) ( ){ }RCzzR ∈Φ=
Δ

maxε 0RR > при . Если ( ) 0lim =
∞→

R
R

ε ,то ( ) 0lim =Φ∫∞→
dzze

RC

zi

R

α . 
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 Находим особые точки функции ( ) ( ) 22 14 i
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2
iz =  и 

2
iz −
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2
iz −
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 Вычисляем несобственный интеграл по формуле (3): 
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 Используя формулу (1), находим искомый интеграл: 
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Ответ: 
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∫
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4 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется полюсом, если существует предел 

. 

( ) C→aBf ρ

o
:

( ) ∞=
→

zf
az

lim
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5  ( )
( )∫ ⋅
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5
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3 1
1

2 dx
xx

x
Применяя теорию вычетов вычислить интеграл . 

  Шабунин, Сидоров стр. 151 – 158 (пример 11 стр. 151-152, пример 12 стр. 153-154, пример 13 стр. 154-156), Половинкинн стр. 108 – 
115 (пример 3 стр. 111 –  114) 

 Чтобы вычислить этот интеграл  с помощью теории вычетов, продолжая подынтегральную функцию в комплексную 

плоскость, мы вынуждены иметь дело с многозначной функцией 

J
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z 1. Эта функция допускает выделение 

регулярных ветвей в области G=C\[1,2], что проверяется2. 
 Выберем теперь регулярную ветвь корня, которая в пределе на верхнем берегу +I  разреза по отрезку [1, 2] принимает 

значения арифметического корня 
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регулярная ветвь, соответствующая вышеприведенному условию (1). 
Отметим, что предельное значение функции g  из нижней полуплоскости в точках , т.е. на нижнем берегу ( 2,1∈x ) −I  
разреза по отрезку [1, 2], принимает по формуле (2) значение  
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γВ формуле (3) контур  начинается в точке на верхнем берегу разреза и оканчивается в той же точке на нижнем берегу 
разреза. 
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εγОриентируем полученный контур  положительно по отношению к ограниченной им внешней части плоскости. 
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( ) 0≠zf Gz∈∀2 Теорема 2(§16П) Пусть функция f в области G регулярна, прчем . Чтобы в области G существовали ветви , 

( ){ }n zfрегулярной функции , необходимо и достаточно, чтобы для любого замкнутого кусочно-гладкого контура  G∈
°

γ
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εγ5По теореме о вычетах , с одной стороны, и из формы контура  с другой, получаем равенства 
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1−c =−1c 13 равен , следовательно . 

                                                 
C∈G Γ5  Теорема (Коши о вычетах). Пусть дана область  с кусочно-гладкой положительно ориентированной границей . 

Пусть функция  определена и регулярна на G  всюду, за исключением конечного числа изолированных особых точек f
Gaaa n ∈,,, 21 K na=∞ (при этом имеется в виду, что, если G∈∞ , то ) и пусть к тому же функция  непрерывно f

продолжима на границу области . Тогда справедлива формула . ( ) ∑∫
=

Γ
=

n

k a
fidzzf

k1

res2πG

∞=z 0=z6 Особыми точками функции f являются: , нули знаменателя: , особые точки числителя: ∅, особые точки 
знаменателя: ∅ (в G!!!) 

7 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется полюсом, если существует предел ( ) C→aBf ρ

o
:

( ) ∞=
→

zf
az

lim . 

{ }razzr =−=
Δ

:γ8 Определение. Пусть изолированная особая точка C∈a  функции , ( ) C→aBf ρ

o
: 0>ρ . Пусть  - 

ρ<< r0положительно ориентированная окружность, причем . Тогда вычетом функции  в точке  называется число f a

( )∫=
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dzzf
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f
a γπ2

1res . 

9 Для вычисления  берем контур ( )0g γ  с началом в точке, лежащей на верхнем берегу разреза  , и концом в точке +
εI 0=z  

10 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется устранимой особой точкой, если ( ) C→aBf ρ

o
:

( )zf
az→

lim ∈C . существует конечный предел 

z
111 , где  - коэффициент разложения функции  в ряд Лорана с центром в конечной точке  при 1−c1res −= cf

a
f a . 

12 Теорема (единственности). Пусть функция  регулярна в области . Пусть существует последовательность C→Gf : C⊂G
различных точек , сходящаяся к некоторой точке { } Gzn ⊂ ( ) 0=nzf ( ) 0≡zfGa∈  и такая, что  . Тогда Nn∈∀  на 
области G. 
13 , где  - коэффициент разложения функции  в ряд Лорана с центром в бесконечности. 1res −∞

−= cf f1−c
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 В силу формул (1) и (3) получаем выражения:  
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 Переходя в формуле (4) к пределу при 0→ε , получаем равенство: 
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{ }241 z+6  Пусть  - регулярная ветвь многозначной функции ( )zg  в плоскости с разрезом по кривой 
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интеграл 
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dzzf . 

  Шабунин, Сидоров стр. 81 – 119 (пример 9 стр. 110-111, пример 12 стр. 103-115), Половинкинн стр. 108 – 115 (пример 4 стр. 114 –  
115) 

 Прежде всего следует проверить, что в заданной области действительно существуют регулярные ветви функции 

{ }241 z+ 1. Эта функция допускает выделение регулярных ветвей в области G=C\γ 2, что легко проверяется . 

( ) 10 =g Выберем теперь регулярную ветвь корня, которая удовлетворяет условию : 
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( ) 10 =gрегулярная ветвь, соответствующая вышеприведенному условию . 

 Для вычисления вычета функции f(z)в точке ∞<< zR∞=z 3 ( - УОТ ) разложим эту функцию в ряд Лорана в кольце  
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( ) 0≠zf Gz∈∀2 Теорема 2(§16П) Пусть функция f в области G регулярна, прчем . Чтобы в области G существовали ветви , 

( ){ }n zfрегулярной функции , необходимо и достаточно, чтобы для любого замкнутого кусочно-гладкого контура  G∈
°

γ
( ) ( ) °° =Δ

γγ
π knzf 2argнашлось целое число  такое, что °

y
k . 

3 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется устранимой особой точкой, если ( ) C→aBf ρ

o
:

( )zf
az→

lim ∈C . существует конечный предел 

4 Теорема (единственности). Пусть функция  регулярна в области . Пусть существует последовательность C→Gf : C⊂G
различных точек , сходящаяся к некоторой точке { } Gzn ⊂ ( ) 0=nzf ( ) 0≡zfGa∈  и такая, что  . Тогда Nn∈∀  на 
области G. 
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( )
( )( )23+

=
zg

zzf Находим особые точки . 

∞=z , Особыми точками являются:  
 особые точки числителя: ∅, 

2−=z нули знаменателя: , 
( ) 03 =+zg ( ) 3−=zg ( ) 92 =zg 22 =z ↔  →  ↔  ↔  ↔ 941 2 =+ z 84 2 =z  ↔ 

2±=z : 

( ) ( ) ( )αα+−
⋅+= 2

2
2412

i

eg
0

2241
i

e⋅+2=z• ,  =  = 3 – не подходит, 

( ) ( ) ( )( )ααπ +−
−⋅+=−

2
2

2
2412

i

eg
π2

2241
i

e⋅+2−=z πie9 3−• ,  =  =  =  

особые точки знаменателя: ∅.                                                                                         

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤== ππγ 2arg

2
,

2
1: zzz ∞=zВне контура находятся:  - УОТ, 

2−=z  - П2 6  (полюс 2-го порядка) :  

( ) 22 41 zzg += ( ) ( )
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⎠
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2
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+
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zg ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

2 32
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′′++′
z

zgzgzg( )( ) ( )( )
2

32
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⎟
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⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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3
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9
2162 ⋅ 0≠ =   

( ) ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

∞=−=
zfzfiI

zz
resres2

2
π( )∫

=

=

2
1z

dzzfI Интеграл  7, можно вычислить по формуле . 

 Точка 2−=z 2 8 - П   (полюс 2-го порядка), поэтому вычет  в этой точке равен 

( ) ( ) ( ) ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−
=

−→−=
zfz

dz
dzf

zz

2

22
2

!12
1limres .  

                                                                                                                                                                                         
5 res , где c  - коэффициент разложения функции  в ряд Лорана с центром в бесконечности. 1−∞

−= cf 1− f

6 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется полюсом, если существует предел 

. 

( ) C→aBf ρ

o
:

( ) ∞=
→

zf
az

lim

C∈G Γ7 Теорема (Коши о вычетах). Пусть дана область  с кусочно-гладкой положительно ориентированной границей . 
Пусть функция  определена и регулярна на  всюду, за исключением конечного числа изолированных особых точек 

 (при этом имеется в виду, что, если 

f G
Gaaa n ∈,,, 21 K na=∞G∈∞ , то ) и пусть к тому же функция  непрерывно 

продолжима на границу области . Тогда справедлива формула . 

f

( ) ∑∫
=

Γ
=

n

k a
fidzzf

k1

res2πG
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1
2

res −
−=

= cf
z

Кроме того, 9, где  - коэффициент разложения функции  в ряд Лорана с центром в конечной точке 1−c f

z
12−  при . 
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( )wf +− 2 ( )11
9
8

32
9

32
29

2 O
ww
+⋅+−По теореме единственности имеем: = . Откуда получаем, что коэффициент  

при 

1−c

4
1

w
1

 равен =−1c , следовательно ( )
4
1res 1z

== −∞=
czf . 

 Окончательно =I ( ) ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−
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zfzfi
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resres2
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8 Определение. Пусть изолированная особая точка C∈a ( ) C→aBf ρ

o
: 0> функции , ρ . Пусть { }razzr =−=

Δ

:γ  - 

< < ρr0 f a. Тогда вычетом функции  в точке  называется число положительно ориентированная окружность, причем 

( )∫=
r

dzzf
i

f
a γπ2

1res . 

z
19 , где  - коэффициент разложения функции  в ряд Лорана с центром в конечной точке a  при 1res −= cf

a
f1−c . 
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