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Найти все особые точки функции ( ) =zf
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  Шабунин, Сидоров стр. 64 – 70 (примеры 9 - 13 стр. 68 – 72), Половинкин стр. 85 – 95 (примеры 1 - 4 стр. 91 – 93) 
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= , где функция ( )zψ  регулярна при всех . Поэтому особые точки функции  определяютя особыми 

точками функции 

z ( )zf

( )zϕ  и нулями знаменателя ( )zψ . 
Кандидаты в особые точки:   0=z  - нуль знаменателя аргумента экспоненты, 
    1=z  - нуль знаменателя аргумента косинуса в числителе, 
    K,2,1,2 ±±== kkz π  - нули знаменателя, 
    ∞=z .                                                                                       

2 Покажем, что точка  является устранимой особой точкой0=z 1 для функции ( )zf : 
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      Следовательно,   - УОТ для . 0=z ( )zf
3 Покажем, что точка  является существенно особой1=z 2 для функции ( )zϕ : 
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Следовательно,   - СОТ для . 1=z ( )zf
 Рассмотрим точки K,2,1,2 ±±= kkz =π , в которых  нули знаменателя совпадают с нулями числителя функции ( )zf . 

Произведем замену: kzt π2−= . Тогда ( )tf = 
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1 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется устранимой особой точкой, если 

существует конечный предел 

( ) C→aBf ρ

o
:

( )zf
az→

lim ∈C . 

2 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется существенно особой точкой, если 

не существует конечного или бесконечного предела 

( ) C→aBf ρ

o
:

( )zf
az→

lim . 
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∞⎯⎯→⎯→0t  - полюсы3 1-го порядка 

(простые полюсы – ПП). 
  Точки ...,2,1,2 ±±== kkz π  - полюсы 1-го порядка  для функции ( )zf . 
  

  - неизолированная особая точка  (НОТ)∞=z 4, т.к. в любой ее окрестности есть полюсы 1-го порядка 
K,2,1,2 ±±== kkz π (точка накопления полюсов). 

                                                 
3 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется полюсом, если существует предел 

. 
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o
:

( ) ∞=
→
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4 Определение. Пусть функция  определена и регулярна в проколотой окрестности точки f C∈a , т.е. на множестве , ( )aB ρ

o

0>ρ . Тогда точку называют изолированной особой точкой (однозначного характера) функции . a f
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2 
Разложить в ряд Лорана по степеням  iz 31  функцию   zf

 2
2

2

4

izz

z




 в кольце, которому принадлежит точка 

1z . Указать границы кольца сходимости. 

  Шабунин, Сидоров стр. 70 – 75 (примеры 1, 2 стр. 73 – 75), Половинкин стр. 78 – 85 (пример 1 стр. 83 –  84) 

 Дробь правильная. 

Находим корни уравнения 0z . Получаем простой корень: 01 z .  

Находим корни уравнения   02
2
 iz : iz 23,2  . Получаем кратные корни: iz 22   и iz 23  .                                                                                         

 Точки 01 z  и iz 23,2   являются особыми точками функции  zf  (в них  zf  не регулярна). 

 Разлагаем  zf  на элементарные дроби: 
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 Для удобства дальнейших выкладок произведем замену wiz  31  или iwz 31 :  
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Кольца аналитичности  wf :            2111 22  iw , 

     1031312 22  iw , 

     10w . 

 При 1z  получаем iw 3 , 930 22 w .  

Т.о., раскладывать дроби в ряд Лорана по степеням w  будем в кольце 102  w , используя разложения в ряд 

Тейлора. 

При этом iwi 311  . 
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Ответ: в кольце, которму принадлежит точка 1z   10312  iz  
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2  
Разложить в ряд Лорана по степеням ( iz 31 )−−  функцию ( ) =zf
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 в кольце, которому принадлежит точка 

. Указать границы кольца сходимости. 1=z
  Шабунин, Сидоров стр. 70 – 75 (примеры 1, 2 стр. 73 – 75), Половинкин стр. 78 – 85 (пример 1 стр. 83 –  84) 
 Дробь правильная. 
Находим корни уравнения . Получаем простой корень: 0=z 01 =z .  

Находим корни уравнения ( ) : 02 2 =− iz iz 23,2 = . Получаем кратные корни: iz 22 =  и .                                                iz 23 =

 Точки  и  являются особыми точками функции 01 =z iz 23,2 = ( )zf  (в них ( )zf  не регулярна). 

 Разлагаем  на элементарные дроби: ( )zf
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 Для удобства дальнейших выкладок произведем замену wiz =−− 31  или iwz 31++= :  
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Кольца аналитичности :            ( )wf 2111 22 =+=+< iw , 

     1031312 22 =+=+<< iw , 

     10>w . 

 При  получаем 1=z iw 3−= , 930 22 =+=w .  

Т.о., раскладывать дроби в ряд Лорана по степеням  будем в кольце w 102 << w , используя разложения в ряд 
Тейлора. 
При этом iwi 311 +<<+ . 
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Ответ: в кольце, которму принадлежит точка 1=z  ( )10312 <−−< iz  
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4  
Применяя теорию вычетов вычислить интеграл 
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x
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  Шабунин, Сидоров стр. 140 – 145 (примеры 6 стр. 144), Половинкин стр. 103 – 108 (пример 3 стр. 107 –  108) 
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для решения задачи достаточно вычислить несобственный интеграл 
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 Для того чтобы применить теорему Коши1 о вычетах2, вводим функцию комплексной переменной ( ) ( ) i
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выбрав R  так, чтобы все особые точки  kz ( )nk ,,2,1 K=  функции ( )zf , лежащие в верхней полуплоскости, оказались 
внутри контура. Тогда по теореме Коши о вычетах 
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1  Теорема (Коши о вычетах). Пусть дана область C∈G  с кусочно-гладкой положительно ориентированной границей Γ . 
Пусть функция  определена и регулярна на G  всюду, за исключением конечного числа изолированных особых точек 

 (при этом имеется в виду, что, если 

f
Gaaa n ∈,,, 21 K G∈∞ , то na=∞ ) и пусть к тому же функция  непрерывно 
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 Находим особые точки функции ( ) ( ) i
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 Вычисляем несобственный интеграл по формуле (3): 
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4 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции называется полюсом, если существует предел 
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5  
Применяя теорию вычетов вычислить интеграл 
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  Шабунин, Сидоров стр. 151 – 158 (пример 11 стр. 151-152, пример 12 стр. 153-154, пример 13 стр. 154-156), Половинкинн стр. 108 – 
115 (пример 3 стр. 111 –  114) 

 Чтобы вычислить этот интеграл J  с помощью теории вычетов, продолжая подынтегральную функцию в комплексную 
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=

zzi

e
z

zzg γγ 3 -                                                                                                    (2) 

регулярная ветвь, соответствующая вышеприведенному условию (1). 
Отметим, что предельное значение функции g  из нижней полуплоскости в точках ( )0,1−∈x , т.е. на нижнем берегу −I  
разреза по отрезку [1, 2], принимает по формуле (2) значение  

( )0ixg −  = 
( )

( ) ( )( )14arg4
77

4

4

1

+Δ−Δ

+

zzi

e
z

z γγ
 = ( ) ( )π2404

70
⋅−⋅

+
i

eixg 4 = ( ) 7
8

0
πi

eixg
−

+                                            (3) 

В формуле (3) контур γ  начинается в точке на верхнем берегу разреза и оканчивается в той же точке на нижнем берегу 
разреза. 

 Пусть ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
1,0ε . Рассмотрим в области G контур  εγ , имеющий вид «гантели», т.е. составленный из окружностей ε1C  и 

ε2C  радиуса ε  и центрами в точках 1 и 2 соответственно, а также двух берегов +
εI  и −

εI  разреза по отрезку [ ]εε −+− ,1 . 

Ориентируем полученный контур εγ  положительно по отношению к ограниченной им внешней части плоскости. 

Рассмотрим интеграл ( )∫
Δ

=
εγ

ε dzzfJ , где ( ) ( )
1−

=
Δ

z
zgzf . 

                                                 

1 
( ) ( )

( ) ( )( )kzzi

e
z

z
z

z πϕϕ γγ 2144arg44
77

4

4

7
4

4
0201

11

++Δ−−Δ+

+
=

+
 

2 Теорема 2(§16П) Пусть функция f в области G регулярна, прчем ( ) 0≠zf , Gz∈∀ . Чтобы в области G существовали ветви 

регулярной функции ( ){ }n zf , необходимо и достаточно, чтобы для любого замкнутого кусочно-гладкого контура G∈
°

γ  

нашлось целое число °
y

k  такое, что ( ) ( ) °° =Δ
γγ

π knzf 2arg . 

3 ( )0ixg + =
( )
( )

( )ki

e
x

x πϕϕ 233
55

3

3
0201

1
2 −−

−
−

=
( )
( )

5
3

3

1
2
−
−

x
x

=
( )
( )

lie
x

x π25
3

3

1
2
−
−

, т.е. l
k

π
πϕϕ

2
5

233 0201 =
−− ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

. 

4 или ( ) ( )( )0424
70

⋅−−⋅
+

π
i

eixg . 
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По теореме о вычетах5, с одной стороны, и из формы контура εγ  с другой, получаем равенства 

εJ  = ( ) ( )[ ]zfreszfresi
zz ∞==

+
1

2π 6 = ( )dzzf
CC

II
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++ ∫∫∫∫

−+ εε
εε

21

.                                                     (4) 

 Точка 1=z  ПП (П1) – простой полюс7 (полюс первого порядка), поэтому вычет8 в этой точке равен 

( ) ( ) ( )zfzzf
zz

1limres
11

−=
→=

 = ( )1g 9 = 
( )

( )( )044
77

4

4

11
1 ⋅−−⋅

+

π
i

e  = 7
4

7 16
1 πi

e
−

. 

Для вычисления вычета функции f(z)в точке ∞=z  ( - УОТ10) разложим11 эту функцию в ряд Лорана в кольце 

∞<< zR  ( )1>>R . Для этого воспользуемся разложением f(z) в точке вещественной оси XR < : ( ) ( )
1−

=
X

XgXf  =   

= 
( )

( )( )044
77

4

4

11
1 ⋅−−⋅

+−

π
i

e
X

X
X

 = 7
4

7 4

4

11

1
11

1 πi

e

XX
X

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

 = 7
411

7
411111 πi

e
X

o
XX

o
XX

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++  = 

7
4

2

11 πi

e
X

o
X

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ . По теореме единственности12 имеем: ( ) =zf 7

411 πi

e
z

o
z

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ . Откуда получаем, что 

коэффициент 1−c  при 
z
1

 равен =−1c 7
4πi

e
−

, следовательно ( ) 7
4

1z
res

πi

eczf
−

−∞=
−=−= 13. 

                                                 
5  Теорема (Коши о вычетах). Пусть дана область C∈G  с кусочно-гладкой положительно ориентированной границей Γ . 
Пусть функция f  определена и регулярна на G  всюду, за исключением конечного числа изолированных особых точек 

Gaaa n ∈,,, 21 K  (при этом имеется в виду, что, если G∈∞ , то na=∞ ) и пусть к тому же функция f  непрерывно 

продолжима на границу области G . Тогда справедлива формула ( ) ∑∫
=

Γ
=

n

k a
fidzzf

k1

res2π . 

6 Особыми точками функции f являются: ∞=z , нули знаменателя: 0=z , особые точки числителя: ∅, особые точки 
знаменателя: ∅ (в G!!!) 

7 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции ( ) C→aBf ρ

o
: называется полюсом, если существует предел 

( ) ∞=
→

zf
az

lim . 

8 Определение. Пусть изолированная особая точка C∈a  функции ( ) C→aBf ρ

o
: , 0>ρ . Пусть { }razzr =−=

Δ

:γ  - 

положительно ориентированная окружность, причем ρ<< r0 . Тогда вычетом функции f  в точке a  называется число 

( )∫=
r

dzzf
i

f
a γπ2

1res . 

9 Для вычисления ( )0g  берем контур γ  с началом в точке, лежащей на верхнем берегу разреза  +
εI , и концом в точке 0=z  

10 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции ( ) C→aBf ρ

o
: называется устранимой особой точкой, если 

существует конечный предел ( )zf
az→

lim ∈C . 

11 1res −= cf
a

, где 1−c  - коэффициент разложения функции f  в ряд Лорана с центром в конечной точке a  при 
z
1

. 

12 Теорема (единственности). Пусть функция C→Gf :  регулярна в области C⊂G . Пусть существует последовательность 

различных точек { } Gzn ⊂ , сходящаяся к некоторой точке Ga∈  и такая, что ( ) 0=nzf  Nn∈∀ . Тогда ( ) 0≡zf  на 
области G. 
13 1res −∞

−= cf , где 1−c  - коэффициент разложения функции f  в ряд Лорана с центром в бесконечности. 
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Таким образом, εJ  = ( ) ( )[ ]zfreszfresi
zz ∞==

+
1

2π  = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
7
4

7
4

7 16
12

ππ

π
ii

eei  = 7
4

7
1

16
12

π

π
i

ei
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−  

 
 Оценим интегралы по окружностям { }εε =+=− 1:1 zzC  и { }εε == zzC :0 : 

( ) ≤∫
ε1C

dzzf  
( )

≤
−−−

⋅
+−

∫
π

ϕε
εε

ε2

0

7
4

4

11
11 d  00

7
3

⎯⎯→⎯⋅ →εεA ,                                                            

( ) ≤∫
ε2C

dzzf  
( )

≤
−

⋅
+∫

π

ϕε
εε

ε2

0

7
4

4

1
1

1
d  00

7
11

⎯⎯→⎯⋅ →εεB  

 В силу формул (1) и (3) получаем выражения:  

( )∫
+
εI

dzzf  = 
( )∫

−

+− −
⋅

+

ε

ε

0

1

7
4

4

1
1

1
dx

xx
x

, 

( )∫
−
εI

dzzf  = 
( )

∫
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− −
−ε

ε

1

0 1
0 dx

x
ixg

 = 
( )

∫
+−

−

−

−
+ε

ε

π1

0

7
8

1
0 dxe

x
ixg i

 = 
( )

∫
−

+−

−

−
+

−
ε

ε

π 0

1

7
8

1
0 dx

x
ixge

i

 = ( )∫
+

−
−

ε

π

I

i

dzzfe 7
8

. 

 Переходя в формуле (4) к пределу при 0→ε , получаем равенство: 

7
4

7
1

16
12

π

π
i

ei
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−   = Je
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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−
7
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1
π

,  

т.е. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−1
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1

7
π   = J

i

ee
ii

2

7
4

7
4

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
ππ

, 

7
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1
16
1

7

π

π ⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
−

=J  

            

Ответ: 
( )∫

− −
⋅

+

0

1

7
4

4

1
1

1
dx

xx
x

 = 

7
4sin

1
16
1

7

π

π ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
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6  Пусть ( )zg  - регулярная ветвь многозначной функции { }21 z−  в плоскости с разрезом по кривой 

{ }0Im,1: ≥== zzzγ  такая, что ( ) 10 −=g . Пусть ( )
( )( )23−

=
zg

zzf . Найти fres
∞

 и вычислить интеграл 

( )∫
=2z

dzzf . 

  Шабунин, Сидоров стр. 81 – 119 (пример 9 стр. 110-111, пример 12 стр. 103-115), Половинкинн стр. 108 – 115 (пример 4 стр. 114 –  
115) 

 Прежде всего следует проверить, что в заданной области действительно существуют регулярные ветви функции { }21 z− 1. 
Эта функция допускает выделение регулярных ветвей в области G=C\γ , что легко проверяется2. 

 Выберем теперь регулярную ветвь корня, которая удовлетворяет условию ( ) 10 −=g : 

( )0g  = 
( )k

i

e
πϕϕ 2

22 020101
++

−  = 
( )ki

e
πϕϕ 2

2 0201 ++
 = -1 = liie ππ 2+ , т.е. l

k
ππ

πϕϕ
2

2
20201 +=

++ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

. 

( ) ( ) ( )( )izizii
ezzg

21arg21arg
221

−Δ++Δ+
−=

γγπ
 -                                                                                                    (1) 

регулярная ветвь, соответствующая вышеприведенному условию ( ) 10 −=g . 

 Для вычисления вычета функции f(z)в точке ∞=z  ( - УОТ3) разложим эту функцию в ряд Лорана в кольце ∞<< zR  

( )1>>R . Для этого воспользуемся разложением f(z) в точке вещественной оси XR < : ( )
( )( )23−

=
Xg

XXf  =  
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0
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⎝

⎛
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o

X
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⎜
⎝
⎛+−−

X
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 = 
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2

2 131
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−−

X
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X
iiX

 = 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−

X
o

X
i

X
13211

 = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

X
o

X
11

.  

                                                 

1 21 z−  = ( )( )zz −+ 11  = zz −+ 11  = 
( )( ) ( )( )202101 221arg

2
221arg

2 11
kizikizi

ezez
πϕπϕ γγ +−Δ+++Δ+

−+  = 

( ) ( )( )kizizi

ez
πϕϕ γγ 221arg21arg

22 02011
+−Δ++Δ++

−  

2 Теорема 2(§16П) Пусть функция f в области G регулярна, прчем ( ) 0≠zf , Gz∈∀ . Чтобы в области G существовали ветви 

регулярной функции ( ){ }n zf , необходимо и достаточно, чтобы для любого замкнутого кусочно-гладкого контура G∈
°

γ  

нашлось целое число °
y

k  такое, что ( ) ( ) °° =Δ
γγ

π knzf 2arg . 

3 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции ( ) C→aBf ρ

o
: называется устранимой особой точкой, если 

существует конечный предел ( )zf
az→

lim ∈C . 
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По теореме единственности4 имеем: ( ) =zf ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

z
o

z
11

. Откуда получаем, что коэффициент 1−c  при 
z
1

 равен =−1c 1− , 

следовательно ( ) 1res 1z
=−= −∞=

czf 5. 

 Находим особые точки ( )
( )( )23−

=
zg

zzf . 

Особыми точками являются:  ∞=z , 
 особые точки числителя: ∅, 
 нули знаменателя: iz 22= , 

( ) 03 =−zg  ↔ ( ) 3=zg  → ( ) 92 =zg  ↔ 91 2 =− z  ↔ 82 −=z  ↔  iz 22±= : 

• iz 22= , ( ) ( ) ( )( )απαπ −++
−=

2
2

2
22122

ii
eiig  = 

ππ 2
2241
ii

e
+

⋅+  = π29 ie  = 3  

• iz 22−= , ( ) ( ) ( )ααπ +−+
−−=− 2

2
22122

ii
eiig  = 

0
2241
ii

e
+

⋅+
π

 = πie9  = 

3−  – не подходит, 
особые точки знаменателя: ∅.                                                                                         

Вне контура 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤== ππγ 2arg

2
,

2
1: zzz находятся: ∞=z  - УОТ, 

iz 22=  - П2  (полюс 2-го порядка)6:  

( ) 22 1 zzg −=  → ( ) ( ) zzgzg 22 =′  → ( ) ( )zg
zzg

2
2

=′  = ( )zg
z

 → ( ) ( ) 3
22

22
2222 i

ig
iig ==′ , 

( ) ( )

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′′
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zzg  = ( ) ( ) ( )zg
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z
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′− 2

1
 → ( )ig 22′′  = 

3
22

3
22

3
1

2

ii
−  = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅
+

9
241

3
1

 = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

9
17

3
1

 = 
27
17

 

( )( )( )
iz

zg
22

23
=

′
−  = ( )( ) ( )
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zgzg

22
32

=
′−  = ( )

3
22332 i

−  = 0, 

( )( )( )
iz
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22

23
=

″
−  = ( )( ) ( )( )

iz
zgzg

22
32

=

′′−  = ( )( ) ( )( ) ( )( )
iz

zgzgzg
22

2 32
=

′′−+′  = 

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

27
1733

3
222

2
i

 = 
2

9
2162 ⋅

−  0≠  

 Интеграл  ( )∫
=

=
2z

dzzfI , можно вычислить по формуле ( ) ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

∞==
zfzfiI

ziz
resres2

22
π 7. 

                                                 
4 Теорема (единственности). Пусть функция C→Gf :  регулярна в области C⊂G . Пусть существует последовательность 

различных точек { } Gzn ⊂ , сходящаяся к некоторой точке Ga∈  и такая, что ( ) 0=nzf  Nn∈∀ . Тогда ( ) 0≡zf  на 
области G. 
5 1res −∞

−= cf , где 1−c  - коэффициент разложения функции f  в ряд Лорана с центром в бесконечности. 

6 Определение. Изолированная особая точка C∈a  функции ( ) C→aBf ρ

o
: называется полюсом, если существует предел 

( ) ∞=
→

zf
az

lim . 

7 Теорема (Коши о вычетах). Пусть дана область C∈G  с кусочно-гладкой положительно ориентированной границей Γ . 
Пусть функция f  определена и регулярна на G  всюду, за исключением конечного числа изолированных особых точек 

Gaaa n ∈,,, 21 K  (при этом имеется в виду, что, если G∈∞ , то na=∞ ) и пусть к тому же функция f  непрерывно 

продолжима на границу области G . Тогда справедлива формула ( ) ∑∫
=

Γ
=

n

k a
fidzzf

k1

res2π . 
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 Точка iz 22=  - П2  (полюс 2-го порядка), поэтому вычет8 в этой точке равен 

( ) ( ) ( ) ( )⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−
=

→=
zfiz

dz
dzf

iziz

2

2222
22

!12
1limres .   
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